Zur Geometrie von Friihstiickseiern

Dem Andenken an Karl Peter Grotemeyer gewidmet

C. Lange*, K. Polthier*, U. Simon'

ZUSAMMENFASSUNG. Die euklidische Geometrie von Eiflichen und Eikérpern
bietet eine gute Gelegenheit, geometrische Begriffsbildungen und Sachverhalte
aus der Flachentheorie einem breiten Publikum anschaulich zu machen. In
dieser Arbeit erértern wir die erstaunliche Stabilitdt von Eierschalen und dazu
verwandte Probleme unter heuristisch-mathematischen Gesichtspunkten.

1. EINLEITUNG

Eine Eierschale verbindet zwei gegensétzliche Eigenschaften: Sie ist einerseits
sehr diinn und zerbrechlich, und andererseits ist ein ganzes Ei erstaunlich stabil.
Wir illustrieren diese Eigenschaften mit einem kleinen Experiment: Die Bruchstiicke
der Schale eines Frihstiickseis lassen sich zwischen den Fingern einer Hand leicht
weiter zerbrechen, allerdings lassen sich die einzelnen Sticke nicht verbiegen. Hdlt
man jedoch ein rohes Ei mit Daumen und Zeigefinger fest, wie auf Abbildung 1
gezeigt, so ist es selbst einer sehr starken Person normalerweise nicht mdoglich, das
Ei mit den beiden Fingern zu zerstéren oder zu deformieren.

ABBILDUNG 1. Lé&ft sich ein rohes Ei mit zwei Fingern verbiegen
oder zerbrechen?

Fin zweites Experiment weist uns auf eine wichtige Eigenschaft der Eierscha-
le hin: Ersetzen wir das Frihstiicksei durch einen Luftballon, so lafit sich dieser
leicht verbiegen. Messen wir den Abstand zwischen zwei Punkten auf der Ober-
fliche, beispielsweise mit Hilfe eines Fadens, so finden wir stets ein Punktepaar,
dessen Abstand sich beim Deformieren dndert. Dies 143t uns vermuten, dass jede
Deformation einer eiférmigen Fliche zwangsliufig mit einer Anderung des Abstands
zwischen Punkten auf der Flédche einhergeht. Die diinne, starre Kalkschale von Ei-
ern hat im Gegensatz zu der flexiblen Haut eines Luftballons die Eigenschaft, dass
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der Abstand zwischen je zwei Punkten auf der Oberfliche fixiert ist. Die Beob-
achtungen dieser Experimente werden wir im Starrheitssatz und Kongruenzsatz fiir
Eiflichen mathematisch untermauern.

Die Klasse von Objekten, die wir im Folgenden betrachten, nennen wir Eiflichen
oder auch Ovaloide. Aus mathematischer Sicht handelt es sich dabei um geschlosse-
ne, lokal streng konvexe Fliachen. Uns soll jedoch die Anschauung reichen, dass die
Fléiche einer Eischale #hnelt. Neben Eiflichen betrachten wir auch Halbeiflichen.
Zwei Halbeiflichen erhalten wir aus einer Eifliche, wenn wir diese mit parallelem
Licht bestrahlen und die Eifliche entlang der ,, Tag-Nacht-Grenze“ aufschneiden. Die
Schnittkurve (Randkurve der Halbeiffichen) bezeichnen wir auch als Schattengren-
ze. Halbeiflichen besitzen wie das Friihstiicksei eine besondere Stabilitét gegeniiber
Verbiegungen. Zur Veranschaulichung geben wir einige Beispiele:

e Das Reaktorgebéude eines Atomkraftwerks erinnert von seiner Form an ein
aufgestelltes halbes Ei. Es heifit, dass es einen Flugzeugabsturz unbeschadet
iiberstehen soll, siche Abbildung 2.

e Halbierte Tischtennisbélle. Leicht lassen sich mit einer Laubsédge Tisch-
tennisbélle halbieren. Dadurch wird offenbar, wie diinn das Material eines
solchen Balls ist. Der ganze Tischtennisball 148t sich wie das Ei nur schwer
mit einer Hand deformieren. Stellt man den halben Ball mit seiner Schnitt-
fache auf einen Tisch, so 148t sich auch diese Hilfte mit dem Daumen nur
schwer zerdriicken.

e Die Kuppeln berithmter Dome und Kathedralen sind halben Sphéren oder
halben Rotationsellipsoiden nachempfunden und stehen auf einer ebenen
Schattenlinie. Diese Bauform ermdglicht den Deckenbau grofer Hallen und
hat sich als besonders stabil erwiesen, siche Abbildung 3.

e Der Volkswagen-Kifer, seine Fronthaube und seine Kotfliigel sind ebenfalls
halben konvexen Rotationsflichen nachempfunden. Der Kifer weist eine
erstaunliche Formstabilitit bei einem Uberschlag auf, siche Abbildung 4.

Die Frage, ob sich Flichen verzerrungsfrei deformieren lassen, das heifit, dass sich
der (geoditische) Abstand zwischen Punkten auf der Fliche nicht #ndert, wurde
in der Mathematik eingehend studiert. Verzerrungsfreies Verbiegen einer Fldche ist
durchaus moglich, wie das folgende Beispiel zeigt. Ein planares Rechteck im Raum

ABBILDUNG 2. Das Reaktorgebdude eines Atomkraftwerks hat die
Form einer Halbeifldche.



ABBILDUNG 3. Beispiele sakraler Bauten, deren Kuppel eine Hal-
beiflache ist. links: Dom in Florenz, rechts: Basilika des Heiligen
St. Peter in Rom.

kann bijektiv auf einen ,, geschlitzten Zylinder® abgebildet werden, ohne dass sich
die Entfernung zwischen Punkten auf der Fliche, der Flicheninhalt von Gebieten

oder Winkel &ndern, siehe Abbildung 5. Die historische Entwicklung der ,Fl&-
chenverbiegung im Groflen“ zwischen 1900 und 1955 wird in der Einleitung zu
N. W. Efimovs Monographie [5] ausfiihrlich beschrieben. Der Zeitraum bis 1900
wird in einem Nachtrag von E. Rembs und K. P. Grotemeyer zu [5, S. 223— 225]
skizziert.

ABBILDUNG 4. Die Karosserie eines Volkswagen Kiifer ist erstaun-
lich stabil. Das Bild rechts zeigt das Auto fast unversehrt nach
einem vollen Uberschlag.

ABBILDUNG 5. Durch verzerrungsfreies Biegen kann ein planares
Rechteck bijektiv auf einen geschlitzten Zylinder abgebildet wer-
den, wobei Mefidaten wie Entfernung, Winkel und Flécheninhalt
unverédndert bleiben.



FEine weiteres Problem ist es, zu entscheiden, ob zwei gegebene Fléchen euklidisch
kongruent sind oder nicht. Kongruent heiflen sie, wenn die eine Fléche durch Ro-
tation, Translation und gegebenenfalls Spiegelung in die andere iiberfiihrt werden
kann.

Grundlegende Eigenschaften von (Halb-)Eiflichen lassen sich in den folgenden
Aussagen zusammenfassen. Den Begriff der (inneren) Abstandsmessung auf Flichen
erldutern wir in Abschnitt 2.

e Starrheitssatz fiir Eiflichen. Eine Eifliche 148t sich nicht verbiegen,
ohne dass sich die Abstandsmessung dndert.

e Kongruenzsatz fiir Eiflichen. Zwei Eiflichen mit einander entsprechen-
der Abstandsmessung sind kongruent.

e Starrheitssatz fiir Halbeiflichen. Eine Halbeifdiche 148t sich nicht ver-
biegen, ohne dass sich die Abstandsmessung &ndert.

o Kongruenzsatz fiir Halbeiflichen. Zwei Halbeiflichen mit kongruenten
Réandern und mit entsprechender Abstandsmessung auf der Fldche sind
kongruent.

Die Starrheits- bzw. Kongruenzsiitze werden wir in einer diskretisierten Version
plausibel machen. Um die Ausfithrungen allgemein verstindlich und geometrisch
intuitiv zu halten, werden wir technische Details auslassen und die notwendigen
mathematischen Begriffe heuristisch einfiithren. Alle Aussagen lassen sich mathe-
matisch prézisieren.

Der erste vollstédndige Beweis des Starrheitssatzes fiir Eiflichen wurde von H. Lieb-
mann im Jahre 1900 gegeben [13]. In dieser Arbeit gab er auch das erste Beispiel
einer punktierten Eifldche (das ist eine Eifliche minus einem Punkt) an, die sich
verzerrungsfrei verbiegen lafit. Die punktierte Eifliche ist somit nicht starr.

Zum Kongruenzsatz fiir Eiflichen gibt es einen eng verwandten ,, Kongruenzsatz
fiir konvexe Polyeder®. Er wurde von A. L. Cauchy unter Anleitung von J.-L. Lagrange
im Jahr 1812 bewiesen [1]. Als eine erste unprézise Erwidhnung dieses Kongruenz-
satzes fiir konvexe Polyeder verweisen wir auf ,,Definition 10“ in Fuklids XI. Buch:
Gleich und dhnlich sind Korper, die von dhnlichen ebenen Fldichen in gleicher An-
zahl und Grife umfaft werden [6]. Einen Beweis fiir den Kongruenzsatz fiir Eifl4-
chen lieferte S. Cohn-Vossen 1927 mit Hilfe der topologischen Index-Summenformel
von Poincaré [3]. Dies war die Begriindung der Indezmethode der globalen Diffe-
rentialgeometrie. Einen alternativen Beweis unter Verwendung der Integralformel-
methode gab G. Herglotz 1943 [10]. Einen neuen, sehr kurzen Beweis findet man
in [21].

Analoge Aussagen fiir berandete Flichen wurden von K. P. Grotemeyer zu Be-
ginn der fiinfziger Jahre des zwanzigsten Jahrhunderts bewiesen [7, 8, 9].

Wir geben einen Uberblick iiber die folgenden Abschnitte. In den Abschnitten 2
und 3 werden die bendtigten geometrischen Grundlagen wiederholt beziehungsweise
heuristisch eingefithrt: Wir erinnern zunéchst in Abschnitt 2 an die Abstandsmes-
sung zwischen Punkten auf einer Fliche, an die Messung des Fliacheninhalts von
Gebieten und die von Winkeln auf einer gekriimmten Fliche. Auflerdem betrachten
wir die Krimmungsdaten einer gekriimmten Fliche; diese Daten prézisieren wir in
Abschnitt 3. In Abschnitt 4 diskutieren wir einen Starrheits- und Kongruenzsatz
fiir konvexe Polytope. Diese benutzen wir, um durch ein Approximationsargument



in Abschnitt 5 die Beweise der Sétze fiir Eiflachen zu skizzieren. Schlielich erértern
wir in Abschnitt 6 die Starrheit und Kongruenz von Halbeiflichen.

2. ABSTANDSMESSUNG AUF FLACHEN

Wir sind es gewohnt, Abstinde (Entfernung zweier Punkte zueinander), Winkel
zwischen zwei Richtungen und Fldcheninhalte oder Volumina von geometrischen
Objekten in der Ebene oder im Raum zu messen. Mit dem Begriff Mefidaten fassen
wir Abstand, Winkel und Flidcheninhalt zusammen. Es &8t sich zeigen, dass man
die Mefldaten fiir Winkel und Flacheninhalt bestimmen kann, wenn man fiir alle
Punktepaare der gekriimmten Fliche ihre Abstinde auf der Fliche kennt.

Um Mefdaten zu bestimmen, muf3 die Lage von Punkten in einem geeigneten
Koordinatensystem bestimmt werden. In der Ebene bené6tigen wir dafiir zwei Werte,
um etwa kartesische oder Polarkoordinaten eines Punktes anzugeben; im Raum
benstigen wir drei Werte.

Oft sollen geometrische Objekte verglichen werden: Wir fragen uns beispielsweise,
ob Objekte durch euklidische Kongruenz ineinander iiberfiihrt werden kénnen. Um
festzustellen, ob zwei planare Dreiecke kongruent sind, miissen drei geeignete Mef3-
daten verglichen werden. Bekanntlich kénnen dies etwa alle drei Seitenldngen oder
zwei Seitenldngen und der eingeschlossene Winkel sein. Fiir ein Viereck reicht es
hingegen nicht aus, alle Seitenléngen zu kennen, um die Kongruenz zweier Vierecke
zu verifizieren: Sie konnen durch Scherung ineinander iibergehen und die Diago-
nalen konnen verschiedene Léngen haben. Letzteres ist ebenfalls in verschiedenen
Flacheninhalten zu erkennen. Ein Fundamentalsystem ist ein Minimalsystem von
Mefdaten, das es ermoglicht zu entscheiden, ob zwei Objekte kongruent sind oder
nicht. Fiir Dreiecke reicht es im allgemeinen, drei Medaten (Winkel oder Seitenlidn-
gen) zu kennen (drei Innenwinkel zithlen wir nicht, da zwei Innenwinkel den dritten
bestimmen — diese Mefidaten sind nicht unabhiingig).

Die Messung von Lénge, Winkel oder Volumen 148t sich jedoch nicht nur in der
Ebene oder im Raum durchfithren, sondern kann auch auf gekriimmten Flidchen
im Raum vorgenommen werden. Der Abstand zwischen zwei Punkten auf einer
Fléche ist bekanntlich die Lange der kiirzesten Verbindungskurve beider Punkte, die
vollstandig auf der Fliache verlduft. Diese Kurve heifit Geodétische. Was ist nun die
kiirzeste Verbindung zwischen Berlin und New York? Laut Lufthansa ist dies eine
gerade Strecke, allerdings ist das keine geeignete Verbindung fiir ein Flugzeug, denn
man miifite sich dazu durch die Erde bohren, siche Abbildung 6. Flacheninhalte und
Winkel am Schnittpunkt zweier Kurven auf einer Fliche konnen ebenfalls gemessen
werden.

Wie konnen wir die Kongruenz von gekriimmten Flichenstiicken feststellen? Den-
ken wir an die Dreiecke und Vierecke in einer Ebene, so besteht Hoffnung, dass ein
geeigneter Satz von Mefldaten verrdt, ob zwei Flachenstiicke kongruent sind oder
nicht. Im Fall zweier Dreiecke in der Ebene benennen wir die Eckpunkte geeignet
mit A, B, C und A’, B’, C' und erhalten so eine Bijektion zwischen den Dreicken.
Erhélt die Bijektion alle Seitenléingen, so konnen wir folgern, dass die Dreiecke kon-
gruent sind. Allerdings konnen Flédchenstiicke gleiche Mefidaten haben, ohne dass
die Fliachenstiicke kongruent sein miissen. Dazu erinnern wir uns an das Beispiel
aus Abbildung 5. Der Abstand zwischen je zwei Punkten, der Winkel zwischen



ferbindung |
zwei Punkten ist eine Gerade ...

ABBILDUNG 6. links: Nach der Reklame der Lufthansa ist die kiir-
zeste Verbindung zwischen zwei Punkten eine Gerade, rechts: Der

kiirzeste Weg auf der Erde von Berlin nach New York folgt einem
Groflkreis auf der Erdoberfldche.

zwei sich schneidenden Geodétischen und der Flicheninhalt von Gebieten auf ei-
nerseits dem planaren Rechteck und andererseits dem geschlitzten Zylinder sind
gleich, dennoch sind zwei Dreiecke mit gleichen Seitenlédngen nicht kongruent. Eine
derartige Deformation zwischen planarem Rechteck und geschlitztem Zylinder ist
eine verzerrungsfreie Verbiegung.

3. KRUMMUNG VON FLACHEN

Bevor wir die Kriitmmung von Fléchen diskutieren, betrachten wir die Kriitmmung
von Kurven. Zu einer ebenen Kurve betrachten wir an jedem Punkt die Tangente
und die darauf senkrecht stehende Normale. Sind alle Normalen parallel, so ist
die Kurve eine Gerade. Ansonsten ist die Kurve gekriimmt, und die Krimmung in
einem Punkt der Kurve ist gleich dem Kehrwert des Schmiegkreisradius an diesem
Punkt. Der Schmiegkreis an einem Punkt P der Kurve ist der Kreis durch P, der
tangential an die Tangente der Kurve in P liegt und unter allen Kreisen durch P
die Kurve am besten annéhert, siche Abbildung 7.

Wir sind nun in der Lage, die Kriimmung einer Féche in einem Punkt zu erkléren.
An jedem Punkt P einer Fliche sind Tangentialebene und Normale wohldefiniert.

ABBILDUNG 7. Die Strecke AB liegt tangential an der Kurve in P
und dem dargestellten Kreis. Dieser Schmiegkreis approximiert die
Kurve in P unter allen Kreisen durch P am besten.



Wihlen wir nun eine Tangentialrichtung, so definieren Normale und Tangentialrich-
tung eindeutig eine Ebene durch P. Diese Ebene schneidet die Fliache in einer plana-
ren Kurve, und die Kriimmung dieser Kurve im Punkt P ist die Richtungskrimmung
der Flédche in P in der vorgegebenen Tangentialrichtung. Der Weingartenoperator
beschreibt alle Richtungskriimmungen einer Fldche in jedem Punkt und kodiert
somit ein vollstéindiges System der Kriimmungsdaten einer Fldche. Interessanter-
weise ist der Weingartenoperator in einem Punkt P eindeutig durch die Kenntnis
der minimalen und maximalen Richtungskriimmung in P bestimmt. Diese Richtun-
gen stehen stets senkrecht aufeinander, und die zugehorigen Krimmungswerte k
und ke werden Hauptkrimmungen in P genannt. Wichtige spezielle Kriimmungsda-
ten werden dadurch gegeben, dass wir in jedem Punkt den Mittelwert H := ’“'2"7"2
oder das Produkt K := kiky der Hauptkriitmmungen betrachten. Der Mittelwert H
heifit mittlere Krimmung, und das Produkt K heifit Gaufkrimmung K.

Wir erinnern an die physikalische Deutung der mathematischen Kriimmungsda-
ten H und K.

Flachen mit konstanter positiver mittlerer Kriimmung treten beispielsweise als
Seifenblasen in Erscheinung. Betrachten wir bei einer Seifenblase die Oberflichen-
spannung und den Gasdruck des eingeschlossenen Gases relativ zum Umgebungs-
druck, so herrscht ein Kriftegleichgewicht, sieche Abbildung 8. Die mittlere Kriim-
mung ist doch nun gerade der Quotient der Betrége dieser physikalischen Kréfte:

Oberfléichenspannung

H = Druckdifferenz

Verschwindet die mittlere Kriimmung iiberall, gilt also in jedem Punkt der Fla-
che H = 0, so spricht man von einer Minimalfiiche. Minimalflichen treten in natiir-
licher Weise bei Zeltdidchern, Kapillaren, optischen Linsen und der Netzhaut auf,
denn das Verschwinden der Oberflichenspannung ist von erheblicher bauphysika-
lischer Bedeutung. Zusammenfassend 148t sich sagen, dass Flachen mit konstanter
mittlerer Kriitmmung von groflem Interesse fiir Anwendungen sind, sie sind funda-
mental fiir Physik, Medizin, Architektur und Ingenieurwesen.

Die Bedeutung der GauBkriimmung K zeigt sich wesentlich in der Kartographie.
Das Theorema Egregium von C. F. Gaufl besagt, dass die Mefldaten einer Fliache die

ABBILDUNG 8. Die Oberflichenspannung wirkt dem Gasdruck in
der Seifenblase entgegen, und es herrscht Kréftegleichgewicht.



ABBILDUNG 9. Es gibt eine 1-Parameterfamilie nicht kongruenter
zweischaliger Hyperboloide, so dass fiir jedes Parameterpaar eine
Bijektion gefunden werden kann, die Punkte mit gleichen Kriim-
mungsdaten aufeinander abbildet. Illustriert ist fiir drei Parame-
terwerte einer derartigen Familie eine der beiden Hyperbelschalen.
Die Bijektionen werden durch das auf die Hyperbelschale gezeich-
nete Gitter induziert.

GauBkriimmung eindeutig bestimmen. Da Landkarten (ein Blatt Papier) verschwin-
dende GauBkriimmung haben und die Erde (niherungsweise eine Sphére) eine von
Null verschiedene positive Gauflkriimmung besitzt, kann es prinzipiell keine verzer-
rungsfreien (mit anderen Worten: mafistabsgetreuen) Landkarten der Erdoberfliche
geben.

Man mag sich nun die Frage stellen, ob zwei Flichen kongruent sind, falls sie
sich bijektiv aufeinander abbilden lassen, so dass einander entsprechende Punkte
gleiche Kriimmungsdaten haben. Die Antwort auf diese Frage ist nein, und ein Ge-
genbeispiel existiert in Form einer 1-Parameterschar von einander nicht kongruenten
zweischaligen Hyperboloiden, sieche Abbildung 9. Somit ist eine Fliche weder durch
alleinige Vorgabe der Mefldaten noch durch alleinige Vorgabe der Kriimmungsdaten
bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Das Theorema Egregium konstatiert, dass die Kriimmungs- und Mef3daten nicht
unabhéngig voneinander sind. Biegen wir ein planares Rechteck verzerrungsfrei zu
einem geschlitzten Zylinder, wie wir es in Abbildung 5 getan haben, so bleibt die
GauBkriimmung konstant, da die Richtungskriimmung in Richtung der Zylinder-
achse verschwindet. Demgegeniiber dndert sich die mittlere Kriimmung offenbar,
da alle anderen Richtungskriimmungen positiv sind. Wir folgern, dass die Kriim-
mungsdaten keinesfalls komplett durch die Langenmessung bestimmt werden kon-
nen. Weiterhin kann man zeigen, dass die Kenntnis der Mefldaten zusammen mit
der mittleren Kriimmung in allen Punkten der Flidche nicht ausreicht, eine Fla-
che bis auf Kongruenz festzulegen. Der Hauptsatz der lokalen Flichentheorie [4]
besagt allerdings: Alle Mefidaten und alle Kriimmungsdaten bilden zusammen ein
Fundamentalsystem der euklidischen Fldchentheorie; mit anderen Worten:

Hauptsatz der lokalen Flichentheorie. Haben zwei Flachen-

stiicke identische Mef3- und Kriimmungsdaten, so sind sie kongru-

ent.
Das Theorema Egregium sagt uns zwar, dass die GauBlkriimmung lokal durch die
Langenmessung auf der Oberfliche bestimmt ist, aber wie wir gerade gesehen
haben, sind dadurch nicht zwangslédufig alle Krimmungsdaten bestimmt. Sowohl
Starrheits- als auch Kongruenzsatz auf Eiflichen implizieren dies jedoch. Aus die-
ser Sicht ist es sehr erstaunlich, dass in keinem der beiden Satze gefordert wird,
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ABBILDUNG 10. Die platonischen Korper: Simplex, Wiirfel, Okta-
eder, Tkosaeder und Dodekaeder.

dass die Kriimmungsdaten iibereinstimmen. Es sind tiefgehende mathematische Er-
kenntnisse, dass fiir Eiflichen, also global, die Kriimmungsdaten durch die Mef3da-
ten festgelegt sind. In den beiden folgenden Abschnitten wollen wir dies in diskreten
Versionen veranschaulichen und motivieren.

4. DISKRETE STABILITATSSATZE

Die diskreten Objekte, die wir in diesem Zusammenhang betrachten, sind kon-
vexe Polyeder. Sie entstehen als Schnittmenge endlich vieler affiner Halbrdume. Die
Oberfliche besteht aus Ecken, Kanten und Polygonen. Da wir uns fiir Eiflichen
interessieren, nehmen wir zusétzlich an, dass das Polyeder beschrinkt ist. Ein sol-
ches konvexes Polyeder wird auch Polytop genannt. Klassische Beispiele sind die in
Abbildung 10 gezeigten platonischen Koérper.

Stellen wir uns nun das Gittermodell eines quaderférmigen Regals mit vorgegebe-
nen Kantenléingen vor. Unsere Erfahrung sagt uns, dass dieses Gittermodell insta-
bil ist, da Scherbewegungen moglich sind. Bei Scherungen werden die Absténde der
Kantenendpunkte unveridndert gelassen, allerdings dndern sich einige Absténde von
Endpunkten der Flichendiagonalen. Fordern wir, dass auch die Abstéinde der End-
punkte von Flichendiagonalen festgehalten werden, so wird das Regal starr. Dies
machen sich Hersteller einfacher Regale zunutze, sie liefern ihr Regal mit Diago-
nalstreben aus. Anstatt die Diagonalabstéinde der Seitenflichen zu fixieren, kénnen
alternativ die Flidcheninhalte der Seitenflichen fixiert werden. Der Mefldatensatz,
der aus allen Kantenléingen und den Seitenflicheninhalten besteht, bildet demzufol-
ge ein Fundamentalsystem fiir quaderférmige Regale. Alle weiteren Daten des geo-
metrischen Objekts sind dadurch determiniert. In diesem Zusammenhang weisen

ABBILDUNG 11. Das Tkosaeder (links) mit transparenten Seitenfi-
chen ist ein konvexes und beschrdinktes Polyeder. Die Angabe aller
MeBdaten reicht jedoch nicht aus, um die Kongruenz von Polyedern
zu folgern. Rechts ist ein nicht konvexes Polyeder abgebildet, wel-
ches identische Mefldaten wie das Ikosaeder hat.
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wir darauf hin, dass es wichtig ist, dass wir konveze Polyeder betrachten. In Abbil-
dung 11 sehen wir ein konvexes und ein nicht konvexes Modell eines beschrinkten
Polyeders, wobei die entsprechenden Kantenldngen und Flédcheninhalte der Model-
le tibereinstimmen. Beide Polyeder sind in dem Sinn starr, dass ein entsprechendes
Drahtmodell keine Scherung zuliflt, sie sind aber offenbar nicht kongruent. Durch
die zusétzliche Annahme, dass die betrachteten Polyeder konvex sind, fithren wir
eine Zusatzbedingung ein, die uns einen Kongruenzsatz liefert. Dem Starrheits-
und Kongruenzsatz fiir Eiflichen entsprechen die folgenden diskreten Versionen fiir
Polytope [5, Kapitel II]:

e Starrheitssatz fiir Polytope. Ein Polytop mit fixierten Mef3daten fiir
Kantenldngen und Flédcheninhalte ist starr.

e Kongruenzsatz fiir Polytope. Zwei Polytope mit identischen Mefidaten
fiir entsprechende Kantenldngen und Flidcheninhalte sind kongruent.

Besonders interessant ist der Spezialfall eines simplizialen Polytops, bei dem alle
Seitenflichen Dreiecke sind. Die Medaten der Kantenldngen sind hier hinreichend,
um die Starrheit zu folgern, da die Seitenléingen eines Dreiecks dessen Flichenin-
halt determinieren. Durch das Hinzufiigen von Diagonalen kann jedes Polygon in
Dreiecke zerlegt werden. Beschrénken wir uns somit sowohl im Starrheits- als auch
im Kongruenzsatz fiir Polytope auf simpliziale Polytope, so miissen wir lediglich die
MeBdaten der Kantenlédngen kennen, um alle Mefidaten rekonstruieren zu kénnen.

5. APPROXIMATION VON EIFLACHEN DURCH POLYTOPE

Jede Fldche konnen wir durch eine simpliziale Fliche anndhern. Dies ist eine
aus planaren Dreiecken zusammengesetzte Fliche mit der Eigenschaft, dass der
Schnitt von je zwei Dreiecken entweder disjunkt, eine Ecke oder eine Kante ist.
Natiirliche Fragestellungen in diesem Zusammenhang beschéftigen sich mit dem
Konvergenzverhalten verschiedener geometrischer Grofien, wenn eine glatte Fliache
durch eine Folge simplizialer Flichen approximiert wird. Unter der zusétzlichen
Annahme, dass die Normalen der simplizialen Flichen gegen Normalen der glatten
Fldche konvergieren, kann beispielsweise gezeigt werden, dass die Abstandsmes-
sung und damit auch die Bestimmung von Flidcheninhalten der simplizialen Fléche
gegen die Abstandsmessung und Flidcheninhaltsbestimmung der glatten Féche kon-
vergiert, [11, 14, 15, 23]. Fiir mathematisch versierte Leser fiigen wir an: Die Konver-
genz der Normalen ist nicht selbstverstdndlich und mufl im allgemeinen tatséchlich
gefordert werden. Das sieht man etwa an den Laternen Fy, ,, von H. A. Schwarz (sie-
he Abbildung 12) ein [18]. Sie sind ein klassisches Beispiel dafiir, dass Konvergenz im
Hausdorffabstand nicht die Konvergenz der Normalen impliziert. Wir approximie-
ren den Zylinder Z mit Radius r und Héhe h durch die simplizialen Flichen F,, ,,:
Betrachte m Kreisbogen auf dem Zylinder orthogonal zur Zylinderachse, die paar-
weise den Mindestabstand % haben. Jeden dieser Kreisbogen ersetzen wir durch
ein regelméfiges n-Eck, wobei benachbarte n-Ecke um - verdreht sind. Schlief3-
lich fligen wir zwischen benachbarte n-Ecke insgesamt 2n Dreiecke ein, wie es in
Abbildung 12 illustriert ist. Eine Folge B; = F,, 1, mit n;41 > n; und miyq > m;
konvergiert stets punktweise gegen den Zylinder Z, aber die Normalen der Drei-
ecksflichen konvergieren genau dann gegen die entsprechenden Flichennormalen
von Z, falls lim; o 75 = 0.
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ABBILDUNG 12. Links eine Laterne F,, ,, von H. A. Schwarz mit
den Parametern n = 6 und m = 7.

Wir kénnen nun beispielsweise den Kongruenzsatz fiir Eiflichen aus den Sétzen
fiir konvexe Polytope folgern. Zunéchst bemerken wir, dass fiir eine Folge simpli-
zialer und konvexer Polytope P;, die punktweise eine Eifliche E approximiert, stets
die Normalen der Seitenflichen von P; gegen die Normalen von F konvergieren, da
die P; (streng) konvex sind. Damit treten die oben anhand der Schwarzschen Later-
ne illustrierten Konvergenzprobleme nicht auf. Nehmen wir nun weiterhin an, dass
sich die Eifliche F ohne Anderung der MeBdaten in eine andere Eifliche verbiegen
148¢t, so konnen wir mit Hilfe geeigneter approximierender Polytope und des Kon-
gruenzsatzes fiir Polytope zeigen, dass die beiden Eiflichen kongruent sein miissen.
Das bedeutet allerdings, dass die Verbiegung schon eine Kongruenz war.

6. STABILITAT VON HALBEIFLACHEN

In den vorherigen Abschnitten haben wir die Starrheit von Eiflichen heuristisch
motiviert, indem wir die Eiflichen diskretisiert und durch konvexe Polytope appro-
ximiert haben. Konvexe Polytope haben wir in einem Experiment durch einfachere
Objekte ersetzt, wobei wir uns zur Veranschaulichung letztlich auf quaderformige
Regale beschriankten. So verdeutlichten wir, weshalb es nicht reicht, sich auf die
Mefidaten der Kantenldngen zu beschrianken, sondern dass es notwendig ist, auch
die Seitendiagonalen oder die Flicheninhalte aller Seitenflichen einzubeziehen. Wir
beginnen nun mit einem solchen quaderférmigen Regal, bei dem alle moglichen Sei-
tenflichen hinzugefiigt wurden, entfernen in einem ersten Schritt eine Seitenwand,
und bemerken, dass das entstehende Regal nicht wackelt. In weiteren Schritten ent-
fernen wir nacheinander weitere Seitenwidnde und achten darauf, dass von einem
gegeniiberliegenden Paar stets mindestens eine Seitenfliche vorhanden bleibt. Wir
minimieren auf diese Weise den Materialaufwand fiir die Seitenwéinde und erhal-
ten die Starrheit des Regals. Natiirlich hatten wir analoge Beobachtungen gemacht,
wenn wir statt mit einem quaderférmigen Regal mit einer anderen Regalform be-
gonnen hétten.

Schneiden wir nun eine Eifliche entlang einer Schattengrenze auf, so kénnen wir
das im vorherigen Gedankenexperiment damit vergleichen, dass sich die entfernten
Seitenwinde auf einer Seite der Schattengrenze befinden. Das dabei entstehende
Regal ist also ,nach unten offen“. Diese Gedankenexperimente veranschaulichen die
folgende Aussage:

Starrheitssatz fiir Halbeiflichen. Man teile eine Eifliche ent-
lang einer Schattengrenze, um eine Halbeifléiche zu erhalten. Dann
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ist die Halbeiflache starr, das heifit, dass jedes Verbiegen die Mef3-
daten verandert.

7. STABILITAT UND KRUMMUNGSDATEN

Im Starrheits- und Kongruenzsatz fiir Eiflichen wird die Kenntnis der inne-
ren Abstandsmessung vorausgesetzt, die Kriimmungsdaten spielen keine Rolle. Im
Hauptsatz der lokalen Flichentheorie sahen wir, dass die Kenntnis der Abstands-
messung und der Kriimmungsdaten notwendig ist. Eine naheliegende Frage ist nun,
ob wir beispielsweise im Kongruenzsatz fiir Eiflichen die Kenntnis der Abstands-
messung durch die Kriimmungsdaten ersetzen konnen. In dieser Allgemeinheit kann
diese Frage bisher nicht beantwortet werden. Allerdings gelang es E. B. Christof-
fel in [2] im Jahr 1865 zu beweisen, dass zwei Eiflichen mit parallelen Normalen
kongruent sind, falls der Quotient % in entsprechenden Punkten iibereinstimmt.
Minkowski zeigte spéter in [14], dass der Quotient % im Satz von Christoffel durch
die GauBBkriimmung K ersetzt werden kann. Man benétigt somit im Spezialfall der
Eiflichen mit parallelen Normalen keine Kenntnis aller Kriimmungsdaten. Man er-
hélt aulerdem ein Kongruenzresultat bei Gleichheit aller Kriimmungsdaten, also
bei Gleichheit der Weingartenoperatoren in entsprechenden Punkten, wenn man
analytische Eifliichen mit einer Rotationssymmetrie betrachtet [19, 20]. Das allge-
meine Problem ist allerdings bis heute nicht gelGst.
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aufgenommen und der Allgemeinheit via wikimedia zur Verfiigung gestellt wor-
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Daniel Barenboim in Abbildung 6 wurde in einer Werbekampagne der Deutschen
Lufthansa AG verwendet, wihrend das andere Bild in Abbildung 6 aus dem Video
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